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1 Kapitel 1 1.6 Summen, Produkte, Bin. Formel
1.1 Mengen -
Z ap = Z At j (8)
A=B2ACBABCA (1) . ke o
ACB2reA = z€B (2) (Zaw*(ij):ZZakbj:Zzakbj (9)
k=1 j=1 k=1j=1 j=1k=1
1.2 Mathematische Induktion n\  nl I 2
(k)_k,( _k)'(a—f—b) => k)ab (10)

Beweistechnik im Raum der Natiirlichen Zahlen

+1
1. Induktionsanfang: (n 3 ) = (Z) + k ﬁ 1) (11)

Aussage muss fiir kleinstes Element gelten

i 1.7 Trigonometrische Formeln
2. Induktionsvoraussetzung;:

Aussage muss fiir definierte Voraussetzung erfiillt H p= 0 = z I ¢ H
sein
a, = b, fur ein n ... sinz 0 % ? ? 1 0
. . cosx 1 § g % 0 -1
3. Induktionsschritt:
Gleichung fiur n — n + 1 aufstellen
Inuktionsvoraussetzung in a, 11 = b,+1 einsetzen sin(—x) = —sin(z) (12)
cos(—x) = cosx = cos(2m — x) (13)
1.3 Gauflsche/Geometrische Summenformel cos?z +sin?z =1 (14)
cos(x + y) = cosz cosy — sinxsiny (15)
" a+1) sin(z + y) = sinx cosy + cos z siny (16)
Z t= 9 (3) sin x s
=0 tanz = , v#-+kn kel (17)
" - cos T 2
_ g cos
Hqi:i (4) cotr = — x, r#kr kel (18)
— 1—g¢ sin -
arcsin = [-1,1] — [— =, =] (19)
2°2
1.4 Betrage arccos = [—1,1] — [0, 7] (20)
1-— 2
sin? z = w (21)
|a +b| = |a| *[b] (5) . 2tan% ’
la+] < la] + b (6) T a2z €T (22)
a—"b>lal — b 7 1 2
| | = [a| — b] (7) cos? 4 — +0205x (23)
. . 1—tan? 2
1.5 Beschranktheit COST — 2 g€ (-mm) (24)
1 + tan? 5 ’

Teilmenge von R nach oben beschréankt: Supremum
evtl. Maximum

Teilmenge von R nach unten beschrankt: Infimum
evtl. Minimum
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1.8 Komplexe Zahlen 2.5 Fixpunktgleichung
Fiir rekursive Folgen a,+1 = f(a,) (Konvergenz bekannt)
=1 (25 st
z=a+bi ze€C (26)
zZ=a—bi (27) lim a, = a (43)
n—oo
2] =Va® + b2 =zxZ (28) a= f(a) (44)
z=r(cosp+ising) r=|z| p=argz (29)
_ Jarccos® Im >0 (30) 2.6 Cauchy-Konvergenzkriterium
4 —arccos = Im <0
z=re? o (31) Ve >0:3N. € N,|ay, —an| <e Vm,n>N. (45)
zxw = |z| * |w| * e?PTY (32)
az® +br +c=0 (33) 2.7 Bernoulli-Ungleichung

Quadratische Ergianzung

Mitternachtsformel fiir 2 — 4ac < 0:

b .
Z10=——= L\/ 4ac — b? (34)

2a  2a

2 Kapitel 2

2.1 Folgen, Grenzwerte

Eine Folge a,, ist beschriankt, falls |a,| < K
KeRVneN

2.2 Konvergenz
Monoton und beschréinkt — konvergent

Ve > 0: 3N, € N, sodass |a, —a| <eVn > N, (35)

. —
lim a, = a oder a, =3 a (36)
n— oo

Zum umwandeln von Briichen mit héchstem Exponenten kii-
zen, Wurzeln mit 3. binomischer Formel erweitern, evtl. Va-

riablen aus Wurzel "herausziehen"— vVx2 * a = z/a

Va 1 (37)
Yn"=%1 (38)
Z—n n2ee ) (39)

2.3 Divergenz

VK € R: 3N € N, sodass a, > K/a, < K, (40)
n > Ny

n—oo

lim a,, = £o00 oder a,, — +oo (41)

n—r oo

2.4 Sandwich-Theorem

Im Fall a,, < b, <c, firallen >N N €N gilt:

n—oo n—oo n—oo
an — a, ¢, —» a=—=b, — a (42)

(I1+a)">14+na YneNa>-1 (46)

2.8 Teilfolgen

Teilfolge von ay: an, , nk str. mon. wachsende Folge aus N

Haufungspunk von a,: klim Gy, =b (47)
— 00

Eine Folge konvergiert gegen a genau dann wenn alle
Teilfolgen gegen a konvergieren.

Jede beschrankte Folge hat min. eine konvergente Teil-
folge.

2.9 Reihen

Reihen sind Folgen von Partialsummen

n

Folge a,, : s, = Z ar — Reihe konvergent, wenn:

k=1
Z a, = lim s, =s (48)
n—oo
n=1
Geometrische Reihe:

o0 1 )

Z q" = T—a lg| < 1, sonst divergent (49)
—4q

n=0

Harmonische Reihe:

— 1 — 1
o — k iert fii >1 50
,; - +o0 7; —o konvergiert fiir o (50)
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2.10 Kriterien fiir Reihen 2.15 Funktionsgrenzwerte
Notwendig nicht hinreichend: a,, — 0 (51) Def: ICR,f: I —>R,a€el (58)

- htsseiti t :

Cauchy fiir Reihen: Z = |5 — sl < & (52) f re'c sseitiger Grenzwer. von X gegen a
i hm+ f@)=c:V(z,) in I,2, > a,x,

Tr—ra
fiir alle m,n > N. n>m —sc: flz,) — ¢
(53) lim f(z)= lim f(z)=c= lim f(z)=c
r—a™t T—>a— T—a

. L. lim f(z)=c:Ve>030 >0:Ve e,z #a (59)
2.11 Leibnitz Kriterium B

mit |z —al <d:|f(x) —¢ <d

W n ton fallende Nullfol
Ol @n THONOTON faliende AUToTse lim f(z)= f(a) (fur stetige Funktionen)
T—ra

Sandwich: g(z) < f(z) < u(x),zli_n}ag(a:) (60)

= Z(—l)"an konvergiert (54) = lim w(z) =c=limz — af(z) =c¢
n=1 T—ra
Wichtige Grenzwerte: (61)
2.12 Vergleichskriterium lim sinz _ 1 lim et -1 _ 1 lim et —1 _n
z—0 I z—0 z—1 g™ — 1 m
Gilt |a,| < b, fiir allen > N N € N, dann folgt:
2.16 Stetige Funktionen
Ist Z b, konvergent, dann ist Z ay, abs. konvergent fStetig in Lo, wenn limg 4, f(2) = f(.xo). Ste?tige
= = Funktionen sind: Polynome, Exponentialfunktion,
0o oo Sinus-/eKosinusfunktion, % wenn g(x) # 0,
Ist Z|an| divergent, dann ist Z b,, divergent Wurzeln, Betrage
n=1 n=1
(55)
Satz: Fur I = [a,b], f:I — R stetig: (62)
2.13 Quotientenkriterium |[f(2)] < C fiir alle z € I
N o . o m = min f(z) = f(Tmin) und M = max f(z) = f(maz)
Fiir ¢ < 1 konvergiert die Reihe absolut, fir ¢ > 1 divergiert zel z€l
sie. Ist ¢ = 1 gegeben ist keine Aussage mit dem Jeder Zwischenwert m < ¢ < M wird angenommen:
Quotientenkriterium moglich 3¢ €1:c= f(€) woraus folgt:
[a, b] verschiedene Vorzeichen: min. 1 NS zy € (a,b)
¢= lim |a”+1| (56) [ :[a,b] —> [a, b] stetige Selbstabbildung:

n—oco (A

JFixpunkt T C [a,b] : f(T) =T (63)

2.14 Wurzelkriterium

Gleich wie Quotienenkriterium (u = q)

p=lim_{/la] (57)

n
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2.17 Folgen und Reihen in C, Potenzreihen 2.21 Mittelwertsatz
zn, € C konvergiert gegen z € C, falls lim,,—,o0|2n, — 2| = 0.
zn, konvergiert gegen z <= Re(z,) — Re(z) und £ [a,b] —> R stetig, diff’bar auf (a, b) (79)
Im(z,) — Im(z). 307 o|2n| konvergent — >°>° 'z, £6) = f(a)
absolut konvergent, es gelten die Kriterien — 3o € (a,b), f'(z0) = B (80)
—a

wie bei Reihen in R

Die Steigung der Gerade, welche a und b schneidet, wird
zwischen beiden Werten bei jeder stetigen, diff’baren

el (64) Funktion min. einmal angenommen.
o0
Schema an(z — 20)" (65) . .
nz:% 2.22 Wichtige Ableitungen
1
Konvergenzradius R = lim = (66)
. || f(z) = Z anz”,R>0= f'(z) = napz™ "t (81)
=250 [ 1] n=0 n=t
Limes Superior: GroBter Héufungspunkt von z,, Erweiterte Produktregel: (fg)™ = <n> 768 gl
— lim sup z,, (67) k=0 k
R L Aol o) (69)
= lim s an 1 e )
I SUP, e lan| 2.23 L’Hospital’sche Regel
. ¥a ) /
2.18 Exponentialfunktion Ist f,g: (a,b) — R diff’bar upd g' () # O0Vz € (a,b)
vorhanden, gilt
= 1li 1 1"—00171"’2718”3"’ 69 i i
€= n_linoo( + ﬁ) = TLZ::O PR ~3~m o (69) Falls zlglbf(a;) = mlgbg(z) =0 oder oo : (83)
!/
. x — z" Dann ist lim @ = lim f(z) 84
expr = e’ = nh_1>noo(1 v ﬁ)n - ZO ! (70) e—b g(z) =—b g'(2) (64)
o0 Zn
ze€C:e*=expz = Z — (71) 2.24 Integration
— nl
e =e (72)
. o f stetig — f integrierbar (85)
e =cosx +isinz (73) ) )
f monoton — f integrierbar (86)
. f integrierbar — | f| integrierbar 87
2.19 Ableitungen b | |b (87)
[ f@do = [ @]z (59)
a a
oy _ v (@0 +h) — f(xo) b b
f(z) = lim, B e f@<s@) = [ 1@z < [ g@ds (69
In z( differenzierbar = in z( stetig (75) “ ¢

Globales Maximum: f(zg) > f(z) Yz e D  (76)

Lokales Maximum:
3e: f(wo) > flz) VYeeDN(zo—ez0+e) (T7) Wenn f: [a,b] — R stejmg und ¢ : [a,b] — R integrierbar,
sowie g(x) > 0:

2.25 Mittelwertsatz

2.20 Satz von Rolle \
L 3telal: / A)sle) s (90)
f i [a,b] — R stetig, diff’bar auf (a, b), ba
fla)= F(B) 3o € (a,b), @) =0  (78) —7(6) [ gta)da
Eine stetige, diff’bare Funktion, welche zweimal den gleichen

Funktionswert mit unterschiedlichen Werten erzielt, hat min.
eine Stelle wo die erste Ableitung auf dem Intervall O ist.

Falls g(z) = 1:

b
/ f@de =(b-a)f€) £clab (o)
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2.26 Hauptsatz der Differential- und Schritt 3:
Integralrechnung
Wenn fla,b] — R stetig, = € [a, b], f f(t)dt eine pi(z) A (+ B Vot Cx+ D (101)
Stammfunktion von f, dann glz)  z-b (x—-02 T (z—a)2+d?
(Koeffizientenvergleich) (102)
b
/ (&) dt = F(b) - F(a) (92) Sehritt 4:
a Stammfunktion finden

b b
/ o (z)v(z)de = [u(m)v(m)]g—/ uw(z)v'(x)dz (93)

2.28 Substitution

du , 1
=go), T =9, do=d

=g\
/ _ /g f(j) [y (95)

2.29 Potenzreihen integrieren

cha: = F(x) = Z gzt (96)
=n —|— 1
i = i (97)

2.30 Integrale einfach integrieren

Wenn / f(z)dx mit f(z) kompliziert, dann:  (98)

Fall 1: Komplizierte Verkettungen: Sind max. 4. Punkte,
ignorieren.
Fall 2: Sieht nach partieller Integration aus: 5min. daran
verzweifeln, 20min. bei 180° Ober- und Unterhize backen
lassen, danach Klausur leer abgeben (ohne trénen)

2.31 Partialbruchzerlegung Rezept

Gesucht:
_ [p@)
[ re= [ &)
Schritt 1:
Grad p > Grad ¢ (100)

— Polynomdivision f(z) = po(z) +

Schritt 2:
Nenner faktorisieren (reelle Nullstellen und quadratische
Terme)

2.32 Wichtige Integrale

/x"dm 1 en +C (103)
n+1
1
/ Lig = nja| + C (104)
T
1
———=dz = arcsinz + C' 105
/ VAR (105)
1
/ o 1dx = arctanz + C (106)
/lnzdx:xlnmforC (107)
1
/ dx =ln|z —a|+ C (108)
T —a
1 1 1
— dr = — 2
/(x—a)"w n—l(m—a)"—1+c’ "=
(109)

1 1 -
/(x_awdaz:barc‘can(ajba)—f—C, b>0
(110)
/ T —a 11 ((
(z —a)? —|—b2 g &

2.33 Uneigentlich Integrale

/aoo f(z)dz = lim /aM f(z)dx (112)
/; Hejdss o /1\: fl@)de  (113)

b b
f:(a,b}—ﬂR:/ f(m)dmzeli_r>n0/+ f@)dz (114)

—1)2+6*) +C (111)

! L £, a<l (115)
= i =
0 % +oo0, a>1
~ 1 4 a>1
—de =< =%’ 116
/1 e T {-l—oo, a<l1 (116)

2.34 Taylorentwicklung



